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概要
本稿では筆者の論文 Tensor products of Kirillov‐Reshetikhin modules and
fusion products [Nao16] について,その結果および証明の概略を紹介する。
1 始めに
\mathfrak{g} を複素単純 Lie 代数とする。量子ループ代数 U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g})^{*1} の有限次元加群 V に対し,パ
ラメータ q=1 における V の極限 をとることで得られる,ループ代数 \mathrm{L}\mathfrak{g}=\mathfrak{g}\otimes \mathbb{C}[t^{\pm 1}]
上の加群 V を V の古典極限 (classical limit) と呼ぶ。古典極限 V を調べることで,元の




限をとる操作の非可換性である。 V_{1} , \cdots ,  V_{p} を有限次元 U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) 加群とする。 U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) は
Hopf代数であるから, V_{1}\otimes\cdots\otimes V_{p} もやはり U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) 加群であり,よってその古典極限
\overline{\text{防_{}1}\otimes\cdots\otimes V_{p}} を考えることが出来る。一方 \mathrm{L}\mathfrak{g} は工ie 代数であるから,それぞれの古典極
限 \overline{V_{1}} , .. , \overline{V_{p}} のテンソル積 \overline{V_{1}}\otimes\cdots\otimes\overline{V_{p}} はやはり \mathrm{L}\mathfrak{g} 加群となる。しかし,これら二つの
加群は一般には同型とならない。分かりやすく書けば,
\overline{V_{1}\otimes\cdots\otimes V_{p}}\not\cong\overline{V_{1}}\otimes\cdots\otimes\overline{V_{p}}
















I を \mathfrak{g} の単純ルートの添え字集合とする。Kirillov‐Reshet ikhin 加群
W_{q}^{i,l}(a) (i\in I, l\in \mathbb{Z}_{>0}, a\in \mathbb{C}(q))
は,三つのパラメータでパラメ トライズされる単純 U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) 加群の族である (記号の中の q
は, U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) 加群であることを明示するためのものである)。ここでは定義は述べないが,代
わりに以下の例を挙げておく。
例2.1. \mathfrak{g}=\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{n+1} とする。このとき各 a\in \mathbb{C}(q)^{\times} ごとにevaluation写像と呼ばれる全射
代数準同型 $\iota$_{a}:U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g})\rightarrow U_{q}(\mathfrak{g}) が存在し,Kirillov‐Reshetikhin加群は単純 Uq(g) 加群の
evaluation写像に関する引き戻しとして得られる *2 ;
W_{q}^{i,l}(a)\cong$\iota$_{a}^{*}V_{q}(\ell$\varpi$_{i}) .
ただし, V_{q}( $\lambda$) は最高ウェイト  $\lambda$ の単純  U_{q}(\mathfrak{g}) 加群, $\varpi$_{i} は単純ウェイトを表す。




有限次元 Uq(Lg) 加群の,可換部分代数 U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{h}) の作用に関する最高ウェイトベクトル
を, \ell 最高ウェイトベクトル (  P‐highest weight vector) という。有限次元 U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) 加群 V
に対し, V の \ell 最高ウェイトベクトルがスカラー倍を除いて唯一つ存在し,さらに  V が \ell
最高ウェイトベクトルから生成されるとき,  V を \ell 最高ウェイト加群 (\ell‐highest weight
module) という。
\mathbb{C}(q) の局所部分環 \mathcal{A} を A=\{f(q)/g(q) |g(1)\neq 0\} と定め, U_{A}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) を U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) の標
準的な A部分代数とする [CP94]. l最高ウェイト U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) 加群 V とその \ell 最高ウェイト
ベクトル  v に対し, U_{A}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) 部分加群  L:=U_{A}(\mathrm{L}\mathfrak{g})v\subseteq  V が V の \mathcal{A} 格子 *3 となるとき,




命題2.2 ([CP01], [Nao16, Lemma 2.6]). W_{\mathrm{q}^{1}}^{i,\ell_{1}}(a_{1})\otimes\cdots\otimes W^{i_{\mathrm{p}},\ell_{p}}(a_{p}) が古典極限を持
つための必要十分条件は,以下の二条件である:
(i) 全ての 1\leq k\leq p に対し, a_{k}\in A^{\mathrm{x}} である。
(ii) W_{q^{1}}^{i,\ell_{1}}(a_{1})\otimes\cdots\otimes W^{i_{p},\ell_{\mathrm{p}}}(a_{p}) は \ell 最高ウエイト加群である *4_{\mathrm{o}}
2.1.3 次数付き極限
\mathrm{L}\mathfrak{g} \mathfrak{g}\otimes \mathbb{C}[t^{\pm 1}]) の部分 Lie 代数 \mathfrak{g}[t] :=\mathfrak{g}\otimes \mathbb{C}[t] をカレント代数 (current algebra)
と呼ぶ。 c\in \mathbb{C} に対し, \mathfrak{g}[t] 上の Lie 代数自己同型  $\varphi$。を
 $\varphi$_{c}(x\otimes f(t))=x\otimes f(t+\mathrm{c})
と定める。
a \in  A^{\times} とし, c := a(1) \in \mathbb{C}^{\mathrm{x}} とおく。このとき Kirillov‐Reshetikhin 加群 W_{q}^{i,l}(a)
(i\in I, \ell\in \mathbb{Z}_{>0}) の古典極限 \overline{W_{q}^{i,l}(a)} を \mathfrak{g}[t] に制限し,  $\varphi$-。によって引き戻して得られる
*3\mathbb{C}(\mathrm{q}) ベクトル空間 V の A 部分加群 L が \mathcal{A} 格子であるとは, L が自由 \mathcal{A} 加群であり, L\otimes_{A}\mathbb{C}(\mathrm{q}) \cong V
となることである。
*4 どのようなパラメータに対し Kirillov‐Reshetikhin 加群のテンソル積が \ell 最高ウェイト加群 (あるいは
単純加群) となるかは,団代数の理論とも関連があり (cf. [HL10]), 重要な問題である。筆者の知る限り必
要十分条件は得られていないが,有用な十分条件が [Cha02] で与えられている。
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\mathfrak{g}[t] 加群 $\varphi$_{-c}^{*}\overline{W_{q}^{i,\ell}(a)} を考える。
命題2.3 ([ChaOl]). \mathfrak{g}[t] 加群 $\varphi$_{-c}^{*}\overline{W_{q}^{i,l}(a)} は,自然な \mathfrak{g}[t] の次数に関し次数付き加群とな
る。また,同型を除いて a によらない。
この命題により, $\varphi$_{-c}^{*}\overline{W_{q}^{i,l}(a)} を W_{q}^{i,l}(a) の次数付き極限 (graded limit) と呼び,以下
W曜と表すことにする。
2.1.4 フユージョン積
フユージョン積 [FL99] は, \mathfrak{g}[t] 加群のテンソル積を変形して得られる概念である。
M_{\mathrm{i}} , . . . , M_{p} を有限次元次数付き \mathfrak{g}[t] 加群とし,また各 M_{k} は元 v_{k} で生成される一元生成
加群であると仮定する。 c_{1} , . . . , c_{p}\in \mathbb{C} を相異なる複素数とし, (M_{k})_{c_{k}} :=$\varphi$_{c_{k}}^{*}M_{k} とおく。
このときこれらのテンソル積 M:=(M_{1})_{c_{1}}\otimes\cdots\otimes(M_{p})_{c_{p}} は, v_{1}\otimes\cdots\otimes v_{p} から生成さ
れる一元生成 \mathfrak{g}[t] 加群となる *5。また M は次数付き加群ではないが,
M^{\leq k}=U(\mathfrak{g}[t])^{\leq} ん (v_{1}\otimes\cdots\otimes v_{p})
によりフィルター付け 0=M^{\leq-1} \subseteq M^{\leq 0}\subseteq. . . \subseteq M^{\leq N}=M(N\gg 0) を与えることが
出来る。このフィルター付けに付随する次数付き空間 \oplus_{k}M^{\leq k}/M^{\leq k-1} は自然に次数付




定理2.4 ([Nao16, Theorem 3.1]).  i_{1_{\rangle}}\ldots ,  i_{p}\in I, \ell_{1}, \ell_{p}\in \mathbb{Z}>0, a\mathrm{i} , . . . , a_{p}\in \mathcal{A}^{\times} と
し, W_{q^{1}}^{i,\ell_{1}}(a_{1})\otimes\cdots\otimes W_{q}^{i_{p},l_{p}}(a_{p}) が \ell 最高ウェイト加群であると仮定する。
(i)  a_{1}(1)=\cdots=a_{p}(1)(=:c) であるとき, \mathfrak{g}[t] 加群としての同型
\overline{W_{q}^{i_{1},\ell_{1}}(a_{1})\otimes\cdots\otimes W_{q}^{i_{p}}}ち (a_{p})\cong$\varphi$_{c}^{*}(W^{i_{1},\ell_{1}}*\cdots*W^{i_{p},\ell_{p}})
が成り立つ。
*5 単にテンソルをとった M_{1}\otimes\cdots\otimes M_{p} は一元生成とは限らないことに注意。
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(ii) 一般の a_{1} , . .. , a_{p} に対し, \mathfrak{g}[t] 加群としての同型
\displaystyle \overline{W_{q}^{i_{1},4_{1}}(a_{1})\otimes\cdots\otimes W_{q^{\mathrm{p}}}^{i,\ell_{p}}(a_{p})}\cong\bigotimes_{c\in \mathbb{C}^{\times}}$\varphi$_{c}^{*}(*W^{i_{k},l_{k}})
が成り立つ。
a\mathrm{i} , . :. , a_{p}\in \mathcal{A}^{\times} であることと,テンソル積が \ell 最高ウェイト加群であることは,そもそ
も古典極限が定義されるために必要な仮定であった事を注意しておく (cf. 命題2.2)。ちな




3.1 (i) \Rightarrow (ii)
まず次の命題から,(i) のみ示せばよいことが分かる。
命題3.1. 定理2.4の(ii).は,(i) から従う。
証明の概略) -V_{1} , . . . , V_{p} を (テンソル積が古典極限を持つ) 任意の U_{q} (Lg) 加群とすると
き,古典極限の定義から (非自明な) \mathrm{L}\mathfrak{g} 加群準同型 \overline{V_{1}\otimes\cdots\otimes V_{p}}\rightarrow\overline{V_{1}}\otimes\cdots\otimes\overline{V_{p}} が構成
できる *6。これを (ii) の状況に適用すると, \mathrm{L}\mathfrak{g} 加群準同型










定理3.2 ( \mathfrak{g}=\mathfrak{s}\mathrm{r}_{2} [FF02], \mathfrak{g} : 一般 [Nao16, Theorem 3.3] ). フユージョン積 W^{i_{1},\ell_{1}} *
. . . *W毎らは一元生成であり,その生成元を v とすると定義関係式は
(e_{i}\otimes \mathbb{C}[t])v=0 for i\in I ) (h_{i}\displaystyle \otimes f(t))v=\sum_{k;i_{k}=i}\ell_{k}f(0)v for i\in I, f(t)\in \mathbb{C}[t] , (3.1)
(F_{i}(z)^{r})_{s}v=0 for i\in I , r&> 0, s<-\displaystyle \sum_{k;i_{k}=i}\min\{r, \ell_{k}\} (3.2)
で与えられる。ただし, e_{i}, h_{i}, f_{i} は \mathfrak{g} のChevalley 生成元, F_{i}(z)=\displaystyle \sum_{k=0}^{\infty}(f_{i}\otimes t^{k})z^{-k-1}
であり, (F_{i}(z)^{r})_{s}\in U(\mathfrak{g}[t]) は揚 (z)^{r} における z^{s} の係数を表す。
定理3.2の証明については次節で述べる。定理3.2を用いると,定理2.4 (i) の証明が
\mathfrak{g}=\mathfrak{s}[_{2} の場合に帰着できる。
命題3.3. 一般の \mathfrak{g} に対し定理3.2が成り立ち,さらに \mathfrak{g}= 5【2に対して定理2.4 (i) が成り
立てば,一般の \mathfrak{g}\ovalbox{\tt\small REJECT}こ対しても定理2.4 (i) が成り立つ。
証明の概略) i\in I に対し \mathfrak{s}[_{2,i} :=\mathbb{C}e_{i}\oplus \mathbb{C}h_{i}\oplus \mathbb{C}f_{i} \subseteq \mathfrak{g} とおき, U_{q,i} := U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{s}[_{2,i} ) \subseteq
 U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{g}) を対応する \mathbb{C}(\mathrm{q}) 部分代数とする。また
W_{q}:=W_{q^{1}}^{i,\ell_{1}}(a_{1})\otimes\cdots\otimes W_{q^{p}}^{i,\ell_{p}}(a_{p})
とおき, W_{q} の \ell 最高ウェイトベクトルを  v と表す。 v から U_{q,i} 上生成される W_{q} の部分
加群 U_{q,i}v を考えると,
U_{q,i}v\displaystyle \cong\bigotimes_{k;i_{k}=i}W^{\ell_{k}}
となる (W^{p} は U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2}) のKirillov‐RReshetikhin 加群を表す。また右辺のテンソル積の順
序は,元のものと整合的とする)。よって定理3.2と定理2.4 (i) (の \mathfrak{g}=\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2} の場合) を用い









M と表すことにする。 M が生成元と関係式で定義されていることから,次の補題は容易
に示せる。
補題3.4. \mathfrak{g}[t] 加群の全射準同型写像 M\rightarrow W が存在する。
よって定理を示すには,任意の支配的整ウェイト  $\mu$\in P^{+} に対し
[M:V( $\mu$)] \leq [W:V( $\mu$)] (3.3)
を示せばよい。ただし V( $\mu$) は最高ウェイト  $\mu$ の単純 \mathfrak{g} 加群を表す *7。以下三角分解を
\mathfrak{g}=\mathfrak{n}+\oplus \mathfrak{h}\oplus \mathfrak{n}_{-} と表す。 i\in- I に対し
\displaystyle \tilde{F}_{i}(z).:=\sum_{k=-\infty}^{\infty}(f_{i}\otimes t^{k})z^{-k-1}
とおき, \mathcal{J}\subseteq U(\mathrm{L}\mathfrak{n}_{-}) を集合
{ (\tilde{F}_{i}(z)^{r})_{s} |i, r, s as in (3.2) }
から生成される U(\mathrm{L}\mathfrak{n}_{-}) の左イデアル *8 とすると,比較的簡単な議論によりベクトル空間
の全射
U(\mathrm{L}\mathfrak{n}_{-})/(J+\mathfrak{n}_{-}[t^{-1}]U(\mathrm{L}\mathfrak{n}_{-}))\rightarrow M/\mathfrak{n}_{-}M
を構成することが出来る。また  $\lambda$\in P^{+} を M の最高ウェイトとすると,この射はウェイト
を  $\lambda$ ずらす。このことと \mathfrak{g} の有限次元表現論から従う等式
[M:V( $\mu$)] =\dim(M/\mathfrak{n}_{-}M)_{ $\mu$}
*7_{\mathfrak{g}=\mathfrak{g}\otimes 1}\subseteq \mathfrak{g}[t] により, \mathfrak{g} は \mathfrak{g}[t] の部分 Lie 代数とみなせる。
*8\mathrm{L}\mathfrak{n}_{-} :=\mathfrak{n}_{-}\otimes \mathbb{C}[t^{\pm}] \subseteq \mathrm{L}\mathrm{g} である。また J を定義する際,実際には無限和を避けるため少し工夫をする
必要があるが,ここでは省略する。
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を用いると,(3.3) を示すには任意の正ルートの和  $\gamma$\in Q^{+} に対し,以下の不等式を示せば
よいことがわかる:
\dim(U(\mathrm{L}\mathfrak{n}_{-})/(\mathcal{J}+\mathfrak{n}_{-}[t^{-1}]U(\mathrm{L}\mathfrak{n}_{-})))_{- $\gamma$}\leq [W:V( $\lambda$- $\gamma$)] . (3.4)
この不等式の証明はかなり技術的なものであり,ここでは非常におおざっぱな紹介にとど
めることにする。基本的な道具は,Feigin‐Stoyanovsky [FS94] による双対空間 U(\mathrm{L}\mathfrak{n}_{-})^{*}





(3.4) の右辺には,[Nak03], [Her06], [DFK08] の結果を組み合わせることで得られる明示
的な公式が存在する *9。この公式が左辺の評価式と一致することから,(3.4) が示される。
3.4 \mathfrak{g}=\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2} における定理2.4の証明




この証明の最も重要なステップは, W_{q}^{\ell_{1}}(a_{1})\otimes\cdots\otimes W_{q^{p}}^{\ell}(a_{p}) を基本表現 W_{q}^{1}(a) たちの
テンソル積に埋め込むことである。
補題3.5. L=\displaystyle \max\{\ell_{k}|1\leq k\leq p\} とおき,各 1\leq j\leq L に対し
M_{j}=\{1\leq k\leq p|\ell_{k}\leq j\}\subseteq\{1, . . . p\}
とおく。このとき U_{q}(\mathrm{L}\mathfrak{s}[_{2} ) 加群の埋め込み
W_{q}^{p_{1}}(a_{1})\otimes\cdots\otimes W_{q}^{\ell_{p}}(a_{p}) \hookrightarrow \otimes  W_{q}^{1}(a_{k})\otimes \otimes  W_{q}^{1}(q^{2}a_{k})\otimes\cdots\otimes \otimes  W_{q}^{1}(q^{2L-2}a_{k})
k\in M_{1} k\in M_{2} k\in M_{L}
が存在する。ただし右辺の各テンソルの順序は,元のものと整合的とする。
*9 フエルミ型公式 (fermionic formula) と呼ばれる。
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上の補題と古典極限の定義から, \mathrm{L}\mathfrak{g} 加群の射
\displaystyle \overline{W_{q}^{l_{1}}(a_{1})\otimes\cdots\otimes W_{q}^{p_{p}}(a_{p})}\rightarrow\overline{\bigotimes_{k\in M_{1}}.W_{q}^{1}(a_{k})}\otimes\cdots\otimes\bigotimes_{k\in M_{L}}W_{q}^{1}(q^{2L-2}a_{k})
が得られる。このとき右辺の各 \overline{\otimes_{k\in M_{j}}W_{q}^{1}(q^{2j-2}a}のは,局所 Weyl 加群 (の $\varphi$_{c} による
引き戻し) と同型となる。「局所 Weyl 加群とDemazure加群は同型」 いう結果 ([CPOI,
FL07]) を用いると,上の射の像が一般化Demazure加群(generalized Demazure module)
と呼ばれる加群 (の $\varphi$_{\mathrm{c}} による引き戻し) と同型となることが示せる。 \mathfrak{g}=\mathfrak{s}\mathfrak{l}_{2} のときフユー
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